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" Se enxerguei mais longe, foi porque me apoiei sobre ombros de gigantes.”
Sir Isaac Newton.
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de aspectos histéricos e conceituais das
Equagoes Diferenciais, com énfase nas Equacgoes Diferenciais Parciais. Para exemplificar
as aplicagoes destes conceitos, foi feito um estudo das Séries de Fourier e da Equacao de

Ondas.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais, Equacao de Ondas, Historia das EDP’s,

Séries de Fourier.



Abstract

The main objective of this under graduate thesis is the study of historical and conceptual
aspects of Differential Equations, with emphasis on Partial Differential Equations. To
exemplify the applications of these concepts, a study was made of the Fourier Series and

the Wave Equation.

Keywords: Partial Differential Equations, Wave Equation, History of EDP’s, Fourier

Series.
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Lista de simbolos

R™ - representaréa o espago euclidiano n-dimensional.

fi ou D, f- representaréd a derivada parcial de f com respeito a i-ésima variavel

independente.
0? 0?
= —— + —— - representara o operador laplaciano.
ox?  Oy?
0 0 ., :
V =|—=—,..,=— ] - representard o operador gradiente.
81’1 8%

|.| - representaréa o valor absoluto.

(,) - representara o produto interno.

i - representara a unidade imaginaria, ou seja, i = v/—1.

R - representara a regiao do plano (x,t) determinada por 0 < x < L et > 0.

R - representard a uniao de R com sua fronteira que é formada pelas semirretas

{r=0,t>0}e{x=L,t >0} e pelo segmento {0 <z < L, t>0}.
C* - representara o conjunto das funcdes k vezes diferenciavéis.

L' - representaréd o espaco das fungdes f integréaveis tais que | f| é integravel.



Introducao

Neste trabalho, temos como objetivo principal apresentar uma introducao a teoria das
Equagoes Diferenciais Parciais, apresentando uma revisao historica dos principais fatos e
estudiosos que contribuiram para a construcao da teoria das Equacgoes Diferenciais, bem

como os conceitos e resultados basicos envolvendo as Equagoes Diferenciais Parciais.

As Equagoes Diferenciais, em especial as Equacoes Diferenciais Parciais, sao grandes
ferramentas matemaéticas para o estudo de problemas explorados nas diversas areas do
conhecimento, tais como; Fisica, Quimica, Engenharias, Biologia, além de serem uma

teoria que tem conquistado um espaco significativo na Anélise e na Matemética Pura.

O estudo das Equagoes Diferenciais teve seu inicio paralelamente ao surgimento do Cal-
culo, sendo Newton e Leibniz os grandes precursores. Com o avanco do Calculo, diversos
problemas foram modelados por estas equagoes, sendo varios desses problemas resolvidos
por outros icones da Matematica, tais como, os irmaos Bernoulli, Euler, Lagrange e La-
place; contribuindo, assim, para a consolidacao da teoria deste importante instrumento

mateméatico [10].

Como aplicagao da teoria das Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s), estudaremos a
Equagao de Ondas unidimensional de forma mais detalhada, desde a sua deducao fisica até
sua aplicabilidade no famoso problema de vibragoes de cordas elasticas. Ao estudarmos

a Equacao de Ondas, faremos uso do conceito de Séries de Fourier.

As ondas sao um dos principais campos de aplicacao da Fisica estudados atualmente.
O fascinio em expressar como linguagem matematica a forte ligacao dessas oscilagoes
com a industria musical motivou o desenvolvimento deste trabalho. A atividade de tocar

instrumentos, por exemplo, envolve a producao de ondas e paralelamente a isso, a detec¢ao



SUMARIO 7

deste som pelos ouvintes se da também pela percepgao dessas mesmas vibragoes [14].
Buscamos, a partir dai, conectar a teoria das Equagoes Diferenciais com o som produzido

por uma corda de violao e suas consequéncias no manuseio do instrumento.

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, nos quais apresentamos defini¢oes,

resultados, observagoes e exemplos para facilitarem a compreensao do contetido.

No Capitulo 1, apresentamos um breve historico do surgimento e desenvolvimento das

Equagoes Diferenciais, destacando algum dos grandes colaboradores ao longo do tempo.

No Capitulo 2, apresentamos conceitos basicos e defini¢oes sobre as Equacoes Diferen-
ciais Parciais e, estudamos suas classificagoes, condigoes iniciais/contorno e principio da

superposicao.

No Capitulo 3, mencionamos de forma sucinta alguns conceitos da Teoria de Séries de
Fourier, estudamos sua convergéncia pontual e apresentamos exemplos para assimilacao

das nocoes e propriedades relativas as séries de funcgoes.

No Capitulo 4, estudamos de forma detalhada a Equacao de Ondas, apresentamos
defini¢oes e notas historicas, sua dedugao fisica, obtivemos a solucao da Equacao usando
o método de Fourier e finalizamos apresentando uma aplicagao dos conceitos estudados
a corda de um violao e suas consequéncias na musica ou até mesmo na afinacao do

instrumento.

Esperamos que este trabalho possa servir de referéncia complementar aos estudantes

de graduacao que desejarem estudar ou se aprofundar no tema.



Capitulo 1

Breve Historia Sobre As Equacoes

Diferenciais

Iniciaremos a discussao do tema proposto neste trabalho apresentando um breve relato
historico da construgao das ideias precursoras as Equacoes Diferenciais e seu desenvolvi-

mento ao longo do tempo.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais [5], a conexao entre os conceitos
com seu contexto histérico constituem um grande meio para formar um olhar mais critico,

possibilitando uma melhor compreensao.

A historia da Matemética pode oferecer uma importante contribui¢do ao
processo de ensino e aprendizagem dessa area do conhecimento. Ao revelar a
Matematica como uma criagdo humana, ao mostrar necessidades e preocupa-
¢oes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, ao estabeleceer
comparagoes entre os conceitos e processos matematicos do passado e do pre-
sente, o professor cria condigoes para que o aluno desenvolva atitudes e valores

mais favoraveis diante desse conhecimento [5].

Cabe ressaltar que a construcao dos conceitos envolvendo as Equacoes Diferenciais deu-
se devido as contribuicoes de diversos mateméaticos em diferentes periodos histéricos. Cada
matematico, ao seu tempo, desenvolveu novas idéias e aperfeigoou métodos para o estudo
e a aplicacao das Equacoes Diferenciais nas mais diversas areas do conhecimento. Assim,
mesmo que o mérito e reconhecimento de algumas descobertas mateméticas recaiam, em

muitos momentos, sobre alguns grandes nomes, faz-se necessario reconhecer que esta teoria



é resultante de uma construcao de ideias e resultados obtidos por muitos personagens desde

os primoérdios da humanidade.

Segundo Diacu (2004), a teoria das Equagoes Diferenciais comegou a ser utilizada nas
ciéncias fisicas, se abrangendo ao longo do tempo para as demais aréas, desde a engenharia,

biologia, medicina, os negocios, até as artes.

A historia das Equagoes Diferenciais se confunde com a histéria do Célculo Diferencial
e Integral. Os primeiros registros de Calculo datam de 1.800 a.C., e desde a antiguidade,
grandes nomes, como os matemaéticos gregos Eudoxo de Cnido (408 a.C - 355 a.C) e
Arquimedes de Siracusa (287 a.C - 212 a.C), deram suas contribuigdes [19]. Algumas
idéias do Calculo também podem ser encontradas em trabalhos do inicio do século XVI
de René Descartes (1569-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), Jhon Wallis (1615-1703)
¢ Isaac Barrow (1630-1677) [16]. Mas foi no século XVII, que Isaac Newton (1642 -
1727) e Gottfriend Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) chegaram, de forma independente, a
importantes resultados no campo do Célculo, e por isso, sao considerados os "criadores"do

Calculo.

Para a ciéncia, a invengao do Calculo Diferencial foi um passo gigantesco. Pela
primeira vez na histéria humana, a concepcao de infinito, que tinha intrigado
filosofos e poetas desde tempos imemoriais, tinha recebido uma definicao ma-
temética precisa, que abria inimeras possibilidades novas para a anélise dos

fenomenos naturais [7].

Isaac Newton nasceu na aldeia de Woolsthorpe em 1642. Filho péstumo! de agricultor,
Newton, pelos planos de sua familia, deveria seguir a mesma profissao do pai. Porém,
Newton revelou grande habilidade para projetar miniaturas mecanicas. Em uma dessas
experiéncias, "construiu um moinho de brinquedo que triturava o trigo, transformando-o

em farinha, usando como forga motriz um rato"[8].

Contrariando os planos familiares, Newton dedicou-se aos estudos e aos 18 anos de idade
ingressou no Trinity College, em Cambridge, onde seu olhar se voltou para a Matematica.
Suas pesquisas eram voltadas para a Mecanica. Segundo Boyce e Diprima (2006), "Suas

descobertas sobre o calculo e as leis da mecanica datam de 1665".

Nascido depois da morte do pai
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As descobertas de Newton circulavam privadamente entre seus amigos, mas por ser
muito sensivel a criticas, Newton s6 comegou a publicar seus resultados a partir de 1687.
E foi neste ano que surgiu sua obra mais famosa, Philosophiae Naturalis Principia

Mathematica.

Newton, se apoiando na Mecéanica, teve a base para aplicar Equacoes Diferenciais no

século XVIII. Ele classificou as Equagoes Diferenciais de primeira ordem de acordo com
d d
as formas d_i = f(z), d—i = f(y) e % = f(z,y). Foi desenvolvido por ele um método

para resolver a ultima equagao em que f(x,y) é um polinémio em x e y, usando séries

infinitas.

Figura 1.1: Sir. Isaac Newton.
Fonte: www.biography.com

Gottfriend Wilhelm Leibniz nasceu em Leipzig em 1646 na Alemanha, "onde aos quinze
anos entrou na universidade e aos dezessete obteve o grau de bacharel"[4]. Aos seus vinte
anos concluiu seu doutorado na Universidade de Altdorf em Nuremberg. Dai em diante,
Leibniz, autodidata em Matematica, chegou aos resultados fundamentais do Calculo inde-
pendentemente e um pouco depois de Newton. Porém, foi o primeiro a realizar publicac¢oes
sobre o conteiido em 1684. Ele compreendia a importancia de um simbolismo geral, mais
formal e rigoroso, ou seja, a criacao de um calculo manipulavel. A notacao para deri-
@, e o sinal de integral ([) sdo devidos a ele. Em relagao especifica as Equagoes

dx

Diferenciais, Leibniz "descobriu o método de separacao de variaveis, a reducao de equa-

vada,

¢oes homogéneas a equacgoes separaveis em 1691 e o procedimento para resolver equacoes

lineares de primeira ordem em 1694"|3].
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Figura 1.2: Gottfriend Wilhelm Leibniz.
Fonte: www.britannica.com

Leibniz manteve contato com outros matematicos através de cartas, o que proporcionou
a resolucao de muitos problemas em Equacoes Diferenciais, em especial com os irmaos
Jakob Bernoulli (1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748), nascidos em Basiléia na
Suica, os quais contribuiram muito para o desenvolvimento das aplicacoes das Equagoes

Diferenciais.

Figura 1.3: Jakob Bernoulli. Figura 1.4: Johann Bernoulli.

Fonte: www.thefamouspeople.com Fonte: www.britannica.com/



12

3 2
Segundo Teixeira (2002), Jakob Bernoulli resolveu a Equagao Diferencial ¢/ = { ¢ }

b2y — a?
em 1690 e, neste mesmo arquivo, utilizou pela primeira vez a palavra "integral". Em 1694,
d
Johann Bernoulli resolveu a Equacao Diferencial d—y =Y eo problema da catenéria?.
T ax

Um problema que ambos os irméos resolveram (e que causou muitos atritos entre eles)
foi o problema da braquistécrona?®, que também foi resolvido por Leibniz, Newton e pelo

Guillaume Frangois Antonie Marquis de L Hoépital (1661 - 1704).

04 e

02 —

Figura 1.5: Braquistécrona
Fonte: repositorio.unesp.br

Daniel Bernoulli (1700- 1782) nasceu em Groningen, nos Paises Baixos, filho de Johann,
se interessava por Equagoes Diferenciais e suas aplicagoes, tendo seu nome associado a

"Equagao de Bernoulli"

Y + P(x)y = Q(x)y".

Daniel Bernoulli também foi o primeiro a encontrar func¢oes que seriam conhecidas um

século mais tarde como fungoes de Bessel [3].

2Curva descrita por uma corda apoiada em suas extremidades sob o efeito de seu préprio peso.
3Trajetéria de uma particula que, sob a acdo de seu peso, passa de um ponto inicial a um ponto final,
num intervalo minimo de tempo.
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Figura 1.6: Daniel Bernoulli.
Fonte: www.thefamouspeople.com

Leonhard Euler (1707-1783), nasceu em Basiléia na Suiga, considerado o maior ma-
tematico do século XVIII, foi aluno de Johann Bernoulli na universidade. Visto como
o mateméatico que mais contribuiu com resultados concretos em todos os tempos, suas
obras completas somam mais de 70 volumes. "Entre livros e artigos, Euler publicou 530
trabalhos durante sua vida, deixando ainda, ao morrer, uma série de manuscritos que
enriqueceram as publicagoes da Academia de Sao Petersburgo por mais 47 anos"[§]. De
acordo com Boyce Diprima (2006), Euler identificou a condigao para que Equagoes Dife-
renciais de primeira ordem sejam exatas, por volta de 1734 - 1735, desenvolveu a teoria de
fatores integrantes e encontrou solugao geral para equagoes lineares homogéneas com coe-
ficientes constantes em 1743. Em 1750-1751 estendeu este tltimo resultado para equagoes
lineares nao homogéneas, usando com frequéncia séries de poténcias para resolver Equa-
¢oes Diferenciais. Por volta de 1768-1769, Euler propdés um procedimento numeérico e fez
contribui¢oes importantes em Equacoes Diferenciais Parciais e deu o primeiro tratamento

sistematico do calculo de variagoes.

Segundo Boyer (2009),

Euler foi, sem duavida, o maior responsével pelos métodos de resolucao usados
hoje nos cursos introdutorios sobre Equagoes Diferenciais, e até muito proble-
mas especificos que aparecem em livros texto de hoje remontam aos grandes
tratados que Euler escreveu sobre o Calculo - Institutiones calculi differentialis
(Petersburgo, 1755) e Institutiones calculi integralis (Petersburgo, 1768-1770,

3 volumes).
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A Equagao Diferencial
2"y ™ 4 a4 a4y = f(a),

em que os expoentes entre parénteses indicam a ordem da derivada, é conhecida atual-

mente como Equacao Diferencial de Fuler.

Euler também foi o primeiro a notar que, conhecida uma solugao particular v = f(x)
da equagao v = p(x)y* + q(x)y + r(x) (Equagao de Riccati), a substitui¢ao de y = v+ £

a transforma em uma Equagao Diferencial linear em z [8].

Figura 1.7: Leonhard Euler.
Fonte: www.biography.com

Outro grande matematico que contribuiu de forma significativa a Teoria das Equagoes
Diferenciais foi Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Lagrange nasceu em Turim na Italia,
tornou-se professor de Matemética em Turim e sucedeu Euler na cadeira de Matematica
na Academia de Berlim em 1766. Muito conhecido por seu trabalho Mécanique analyti-
que em 1788, Lagrange mostrou, no periodo de 1762-1765, que a solucao geral de uma
Equacao Diferencial linear homogénea de ordem n é uma combinacao linear de n solu-
¢oes independentes. Em 1774- 1775 desenvolveu completamente o método de variacao
dos parametros. Sendo também conhecido pelo seu trabalho fundamental em Equacoes

Diferenciais Parciais e calculo de variagoes [3].

Seu trabalho em Equagbes Diferenciais (por exemplo, o método de variagao

de parametros), particularmente em Equagoes Diferenciais Parciais, é extra-
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ordinario, e suas contribui¢oes ao célculo de variagoes impulsionaram muito o

desenvolvimento desse campo. [8]

Figura 1.8: Joseph-Louis Lagrange.
Fonte: www.britannica.com

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) viveu na Normandia e depois foi para Paris em
1768 deixando sua marca nos meios cientificos, destacando-se no campo da Mecanica
Celeste. A equacao Af = 0, conhecida como equacao de Laplace, é fundamental em
muitos ramos da Fisica Matematica, foi bastante estudada por ele em conexao com a
atragao gravitacional. Seu Método de Transformada de Laplace permite resolver uma
Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) de coeficientes constantes por meio da resolucao de

uma equacao algébrica.

Para Zill (2003),

Um notoério matematico, fisico e astronomo, Laplace foi chamado por alguns de
seus contemporaneos de "o Newton da Franca". Embora Laplace tenha usado
a transformada integral em seu trabalho sobre teoria das probabilidades, é mais
provavel que a integral tenha sido descoberta por Euler. Publicagoes impor-
tantes de Laplace foram os tratados Mécanique Céleste e Théorie Analytique
des Probabilités. Nascido de uma familia pobre, Laplace se tornou amigo de

Napoleao, mas foi elevado a aristocracia por Luis XVIII apos a Restauracao.
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Figura 1.9: Pierre-Simon de Laplace.
Fonte: www.britannica.com

No final do século XVIII, muitos métodos elementares para a resolucao de Equacgoes
Diferenciais Ordinarias ja tinham sido descobertos e no século XIX, inicia-se a investigacao
de questdes relacionadas a teoria e a unicidade dos problemas. Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) alemao e Algustin-Louis Cauchy (1789-1857) francés, deram suas contribui¢oes no
desenvolvimento das teorias e conceitos de fungoes de variaveis complexas. Nessa mesma
época as EDP’s comecaram a ser estudadas, a medida que se tornou claro o seu papel
crucial em Fisica Matematica. Com tudo isso, muitas fungoes, solugoes de certas Equagoes
Diferenciais Ordinérias, comecaram a aparecer em muitas situagoes e foram estudadas
mais profundamente. Conhecidas como fungoes transcendentais, muitas destas funcoes
sao associadas a nomes de matemaéticos tais como; Bessel, Legendre, Hermite, Chebyshev

e Hankel, entre outros.

O comportamento das solugoes de Equagoes Diferenciais comegou a ser analisado, do
ponto de vista geométrico e analitico, a partir do século XX. Com o auxilio da tecnologia
computacional, fenémenos descritos por equacoes desse tipo puderam ser mais explorados.
Uma elucidagao desse fato é o estudo de fractais, que vem gerando uma gama de problemas

de aplicabilidade dessas equacoes.
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Diante do exposto, notamos que o Célculo Diferencial e Integral - inclusive as Equacoes
Diferenciais - sao fruto de um extenso caminho de pesquisa, descobertas e fracassos. In-
contaveis foram os matematicos, reconhecidos ou nao, que se envolveram nesse processo
de produzir a Matematica que hoje conhecemos e estudamos. Assim, compreendemos que,
mesmo sendo um assunto bastante estudado e, por conseguinte, rico em saberes ja pro-
duzidos, as Equacoes Diferenciais, ainda hoje, representam um terreno muito produtivo,

pois ainda detém incontéveis problemas nao resolvidos.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais

Grande parte das EDP’s surgem de modelos fisicos e também de problemas advindos
da Geometria Diferencial. Entre diversos exemplos dependentes da analise das EDP’s,
destacamos alguns deles nas areas: aerodinamica, elasticidade, geofisica, circulagao de

fluidos, transferéncia de calor e crescimento de tumores.

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢goes importantes sobre a teoria das EDP’s
para que tenhamos ferramentas necesséarias para o entendimento e desenvolvimento dos
problemas relacionados a equagao de ondas. Os resultados apresentados nesta se¢ao tem

como principais referéncias [2], [13] e [23].

2.1 O Conceito de Equacao Diferencial Parcial

Definigao 2.1.1. Uma Equagao Diferencial (ED) é uma equagao que envolve uma ou

mais variaveis dependentes e suas derivadas até uma determinada ordem.

Definigao 2.1.2. Uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma Equagao Di-
ferencial em que sua variavel dependente (ou suas variaveis dependentes) dependem de

uma Unica variavel.

Exemplo 2.1.1. Em circuitos elétricos, a equacao que modela o sistema composto por
somente um resistor e um indutor ligados em série, sendo L e R constantes conhecidas

como indutancia e resisténcia respectivamente, é

01 .

18
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Note que, neste caso, temos como variavel dependente i e como variavel independente
t. Logo, de acordo com a definigdo anterior, a equagao (2.1) é um exemplo de Equacao

Diferencial Ordinaria.

Defini¢ao 2.1.3. Uma Equacgao Diferencial Parcial (EDP) é uma Equagcao Diferen-
cial que envolve uma (ou mais de uma) variavel dependente de duas ou mais variaveis

independentes.
Pu  *u

o7 " o
utilizada no estudo dos campos eletrostaticos, que visa descrever a fungao potencial num

Exemplo 2.1.2. A EDP conhecida como Equacao de Laplace, = 0, é muito
meio dielétrico ! sem cargas elétricas. Analisando esta equacdo, temos como variavel de-
pendente u e variaveis independentes x,y. Portanto, a Equacao de Laplace ¢ um exemplo

de Equacao Diferencial Parcial.

Definicao 2.1.4. A ordem de uma EDP é a ordem da derivada parcial de maior ordem

presente na equacgao.
Assim, uma Equacao Diferencial Parcial de ordem k& com uma variavel dependente em

n variaveis independentes x4, ..., x,, ¢ uma expressao da forma

ou ou 0%*u 0%u Ok
0 Do 02 dmndmy " Ok

F (wl, vy Ty Uy > = g(T1, ..., Tp), (2.2)

em que r = (x1,...,2,) € Q, QCR" eu:Q— R ¢éa variavel dependente.

Exemplo 2.1.3.

1. Em Mateméatica Aplicada, a Equacao de Burger com viscosidade, descrita por u; +

Ul = Vg, modela a dindmica de gases. Este ¢ um exemplo de EDP de ordem 2.

2. A equagao conhecida por Korteweg-de Vries (KdV): w; + uu, + Uz = 0 modela
intmeros fenémenos da mecanica dos fluidos, fisica de particulas, entre outras coisas.

A Equagao KdV, é um exemplo de EDP de ordem 3.

Definig¢ao 2.1.5. Uma solugao para a EDP (2.2) em €2 é uma funcao u : Q@ — R, k vezes

derivéavel, tal que u e suas derivadas satisfazem a igualdade (2.2).

Material que dificulta a passagem de corrente elétrica, ou seja, isolante elétrico.
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Exemplo 2.1.4. A funcao

u(z,y) = e “sin(y)

¢ uma solucao da Equacao de Laplace em R%. De fato, neste caso temos

Uy = —e “sin(y) = Uy, = e sin(y)
u, =€ “cos(y) = uy =—e “sin(y)

assim,

Uz + Uy = €~ " sin(y) + (—e “sin(y)) = e “sin(y) — e “sin(y) = 0.

Portanto, a fungao u(x,y) = e ®sin (y) é uma solucao da Equacao de Laplace em R?.

2.2 Linearidade

Além da ordem, outra classificagao importante das EDP’s diz respeito a linearidade
ou nao da equagao. Temos uma teoria matematica bem avancada em se tratando das
resolucoes das EDP’s lineares, porém, a teoria que envolve a resolugao das equagoes nao

lineares é bem mais complicada e menos precisa.

Definicao 2.2.1. Chamamos de parte principal da Equagao Diferencial Parcial a parte

da equacao que contém as derivadas de maior ordem.

Definigao 2.2.2. Dizemos que a EDP (2.2) é linear se F' é linear em relacdo a u e a

todas as suas derivadas parciais. Caso contréario, a EDP é nao linear.

Definicao 2.2.3. Uma Equacgao Diferencial linear é dita homogénea quando a parcela
que nao possui a variavel dependente é identicamente nula (g(xq,...,z,) = 0) em (2.2),

caso contrario diremos que a equagao ¢ nao-homogénea.

As Equacgoes Diferenciais Parciais de segunda ordem merecem um destaque maior de-
vido a sua grande aplicabilidade em problemas fisicos, por exemplo, em mecanica dos
fluidos, movimentos ondulatorios e conducao de calor. As equagoes que descrevem os
exemplos citados, estao amparadas por uma teoria bem estruturada e bem desenvolvida

com diversos métodos de resolugao.
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Consideremos a EDP linear de 2* ordem nas varidveis independentes z,y e variavel

dependente u = u(x,y), sobre o dominio 2 C R?, dada por

Aty + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu+ G =0,

(2.3)

em que os coeficientes A, B,C, D, E, F' e G sao fungoes reais que dependem das variaveis

x,y, definidas para todo (z,y) € Q. Como a EDP é de segunda ordem, devemos ter

A%(x,y) + B%(z,y) + C*(z,y) # 0.
Dizemos que a EDP (2.3) é:
1. Hiperbélica, se B> —4AC > 0.
2. Parabdlica, se B2 —4AC = 0.
3. Eliptica, se B> —4AC < 0.

Exemplo 2.2.1. Vamos analisar as seguintes equagoes:

oo
oz Oy
u  0%u
oz o "

a) Identificando os coeficientes da EDP

Pu  Ou

ox2 Oy

temos A = 3,B =0 e C = 0. Neste caso, B> — 4AC = 0% — 4(3)(0)

B? —4AC = 0. Logo, a equacao é parabolica.

b) De modo semelhante, para a equagao

Pu  Pu 0
ox2  oy2
temos os seguintes coeficientes: A = 1,B = 0 e C' = —1. Substituindo

= 0, ou seja,

os coeficientes

na expressao B2 — 4AC, obtemos 0% — 4(1)(—1) = 4, ou seja, B> — 4AC > 0. Assim, a

equagao é hiperbdlica.
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2.3 Problemas de Valor Inicial e de Contorno

De modo geral, as EDP’s podem nao ter solu¢ao ou, até mesmo, possuir infinitas
solugoes. Segundo Iério (2007), foi provado por H. Lewy 2, em 1957, que existe uma
funcao f, tal que a EDP, u, + iu, — 2i(x + iy)u; = f, ndo tem solucdo. Ja no caso da
EDP linear homogénea u,, = 0, para x,y € R, tem-se que todas as fungoes da forma
uw(z,y) = f(x) + g(y), onde f(x) e g(y) sao fungdes quaisquer, sao solugdes. Entretanto,
pode-se impor algumas condigoes adicionais a fim de garantir a existéncia e unicidade de

solugoes.

Definig¢ao 2.3.1. Um Problema de Valor Inicial (PVI), ou Problema de Cauchy, consiste
em uma Equacao Diferencial, juntamente com condi¢oes complementares impostas de ma-
neira que, umas das varidveis independentes sao fixadas em relagao a variavel dependente

e a suas derivadas.

Exemplo 2.3.1. Analizando a EDP «o?u,, = uy, notamos que sua solucao depende do
tempo ¢, com isso podemos prefixar o que acontera na solugao u(x,t) quando t = 0. Mate-

maticamente, procuramos uma solucao que satisfaga a EDP com as duas condigoes iniciais:

u(z,0) = f(x), w(r,0)=g(z), 0 <z < L.

Definigao 2.3.2. Um Problema de Valores de Contorno (PVC), ou Problemas de fronteira,
consiste em uma Equacao Diferencial, juntamente com condi¢des complementares impos-

tas sobre o valor da solucdo e de suas derivadas no bordo ou fronteira da regiao (0€2).

Exemplo 2.3.2. Tomando como referéncia a EDP utilizada no Exemplo (2.3.1) aplicada
ao problema das cordas vibrantes, representado pela figura (2.1), observamos que esta
corda é fixa permanentemente ao eixo r em r = 0 e z = L. Portanto, temos como

condicoes de contorno para este problema

u(0,t) =0, u(L,t) =0, t > 0.

2Hans Lewy nasceu no dia 20 de outubro de 1904 em Breslau, hoje Polénia, faleceu em 23 de agosto de
1988. Conhecido por seus trabalhos nos campos de Anéalise Matematica, Equagbes Diferenciais Parciais
e Variaveis Complexas.
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O|K“=G u=0 L%
emx=10 emx=L

Figura 2.1: corda fixa nas extremidades

Fonte: (ZILL, 2003)

Exemplo 2.3.3. O problema que modela o fluxo de calor num fio isolado em toda parte,
considerando que suas extremidades sejam mantidas a temperaturas constantes conheci-

das, é dado por

U = Ku:c:(;7 (24)
U(O,t) = Tl, U(L,t) = T27 t Z O, (25)
u(z,0) = f(z), 0<x <L, (2.6)

em que K é uma constante conhecida, chamada de difusidade térmica 3.

O problema (2.4)-(2.6) é um exemplo de Problema de Valor Inicial e de Contorno
(PVIC), pois temos como condigao inicial u(z,0) = f(x), 0 < x < L, e como condigoes

de fronteira u(0,t) =711 e u(L,t) =Ty, t > 0.

2.4 O Principio da Superposicao

Para EDP’s lineares homogéneas, a existéncia de uma solugao nao nula, implica dire-
tamente na existéncia de infinitas solugoes. De fato, se v é uma solugao da EDP, entao ku
também é solugao, para qualquer k£ € R. Mais geralmente, se uma EDP linear homogénea
tem como solugoes as fungoes u e v, entao todas as combinacoes lineares de u e v também
sao solugoes da EDP. Este resultado, apresentado abaixo, ¢ conhecido como Principio da

Superposi¢ao. Vejamos primeiro um exemplo.

3Parametro que depende somente do material do fio/barra.
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Exemplo 2.4.1. Consideremos a EDP,

Up — Ugy = 0. (2.7)

A fungao u(z,t) = sin(x)e™" é solugao de (2.7), pois

ug(x,t) = —sin(z)e ™,

—t t

uz(x,t) = cos(x)e™” = Uz(x,t) = —sin(z)e™",

assim,

U — Uy = —sin(z)e™" — (—sin(z)e") = 0.

Zet. Note que v também satisfaz a equacao

Agora, consideremos a func¢ao v(x,t) = e
diferencial (2.7), pois, ao calcularmos as derivadas relativas as variaveis independentes,
temos

vi(w,t) = e"e,

ve(z,t) = e"e’ = vy(x,t) = e’

dai

Uy — Vg = €7€e" — (e"e") = 0.
Novamente, consideremos a funcao z(x,t) = c;sin(z)e™" + ca(e®e?), c¢1,c2 € R. Nesse
caso, temos
2 — Zgo = —Cysin(x)e " + co(e”e) — [—cp sin(x)e ™ + ca(eel)] = 0.
Portanto, z(z,t) = ciu(x,t) + cov(z, t) também é solugdo da EDP (2.7), para quaisquer
constantes ¢, co € R.

Definigao 2.4.1. Consideremos as Equagoes Diferenciais Parciais descritas em (2.2).

Definimos o operador diferencial parcial L como

2 2 i
L = F (xl,...,xn, ou ou 0O*u 0%y 0 u) '

"Oxy 7 Oxy) 027 Oy Oy, Ok
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Desta forma, a equagao (2.2) pode ser escrita como
Llu] =g.

Proposicao 2.4.1. (Principio da Superposi¢ao) Seja L um operador diferencial li-
near de ordem k, cujos coeficientes estao definidos em um aberto 0 C R™. Suponha

“+o00

que {u,,} 1 € um conjunto de fungoes de classe C* em Q) satisfazendo a EDP linear

homogénea (L[u] = 0). Se {a,,}}°, é uma sequéncia de escalares tal que a série

= Z QU Uy () (2.8)

¢ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em Q, entao u satisfaz L{u] = 0.

Demonstragao 2.4.1. Enunciamos a proposicao no caso geral mas a demonstraremos

no caso em que k = 2. Seja o operador diferencial parcial dado por

Llu|(z) = Z aij(x)%ﬁ + Z bj(x)g—; + c(x)u(x).

ou Ou R OUyy, Oy,
om0z, — 2 "G, o

sao convergentes. Assim, para todo x € €2,

L) = Dyl 3+ S+ eloute) =

1,7=1 Jj=1

n &% duy, Ou,, ou,,
SHITTE) L RO SUCD I ERED WS
ij=1 m= ¢ j=1 =
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Portanto,

é solucao do operador L.



Capitulo 3

Séries de Fourier

Neste capitulo, sera discutida a Teoria das Séries de Fourier, que nos possibilita ex-
pressar uma fungao como uma série infinita de senos e/ou cossenos. Essas séries trigono-
métricas nos auxiliam a representar fungoes bastante complicadas em termos de funcoes

elementares bem conhecidas.

As Séries de Fourier surgiram em meados do século XIX, quando Joseph Fourier * (1768
- 1830) analisava o problema de conducao de calor na era da revolugao industrial, cuja
questao de dissipagao de calor era algo de grande relevancia neste contexto. Diante deste
problema, "a dificuldade de representacao de uma fungao por uma série trigonométrica é
colocada em termos mais claros"|[10], descrevendo assim, a solugao de forma mais precisa
e eficiente desse problema, impulsionando, portanto, um método de resolugao das EDP’s

de segunda ordem lineares.

3.1 Conceitos preliminares

Nesta secao, iremos destacar alguns conceitos e propriedades preliminares fundamentais

para um bom entendimento das Séries de Fourier, embasados nas seguintes referéncias |3]

e [10].

Definigao 3.1.1. Uma fungao f : R — R é dita periddica de periodo T # 0 se
flz +T) = f(x) para todo z € R. O menor valor positivo de T' ¢ chamado de periodo

1 Joseph B. J. Fourier (1768-1830) desenvolveu na série, que leva seu nome, para resolver problemas
de fluxo de calor. Lagrange expressou duvidas sobre a validade da representacao, mas Dirichlet criou
condigoes que garantiram sua convergéncia.

27
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fundamental de f.

Por exemplo, as fungoes trigonométricas sin(z) e cos(x) sao fungdes periodicas com
periodo fundamental 27. Ja tan(x) é uma fungao periddica com periodo fundamental

igual a 7.

Definicao 3.1.2. Seja f : D C R — R. A funcao f é dita par se satisfaz as seguintes

condicgoes:
l.zeD=—z€D,
2. f(x) = f(-x), Vx € D.
Observe que, se f é par, entao seu grafico é simétrico em relagao ao eixo y.
Definigao 3.1.3. Seja f : D C R — R. A funcao f ¢ dita impar se satisfaz as condigoes:
l.zeD= —z€D,
2. f(—x)=—f(z), YV € D.
Observe que, se f é impar, entao a simetria de seu grafico se da em relacao a origem.

A soma (diferenca) e o produto (quociente) de fungdes pares e impares possuem pro-

priedades importantes. Essas propriedades elementares sao as seguintes:
sl - A soma (diferenga) de duas fungbes pares ¢é par;
s2 - A soma (diferenga) de duas fun¢oes impares é impar;

s3 - A soma (diferenga) de uma fungao par com uma fun¢ao impar, ndo é nem par nem

impar;
pl - O produto (quociente) de duas fungdes pares é par;
p2 - O produto (quociente) de duas fungoes impares é par;
p3 - O produto (quociente) de uma fungao par com uma fungao impar ¢ impar.

Demonstraremos para o caso (p2), pois, as demonstra¢oes das demais afirmagoes sao

simples e segue diretamente das defini¢oes.
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Sejam f1, fo : R — R duas fungoes impares, ou seja, fi(—x) = —fi(z) e fo(—x) =

—fa(z). Tomando o produto h(z) = fi(z)fa(z) segue que

h(—z) = fi(=2) fo(—=2) = [= fr(@)][- f2(2)] = f1(2) f2(2) = h(2).

Portanto, mostramos que h(z) = h(—=z), logo este produto é par. Agora, assumindo o

~ fi(w)

quociente q(z) = , temos

fa()

fil=2)  —fix)  fi(z)

q(—x) = hCn) ~ —h) - ha) q(),

assim, mostramos que ¢(x) = q(—z), logo este quociente é par.

Defini¢ao 3.1.4 (Fungoes Ortogonais). Sejam f; e fo fungoes reais de uma variavel

real, definidas no intervalo [a, b]. Dizemos que f; e fy sdo ortogonais se

b
(f1, f2) 1=/ fi(z) fa(x)dx = 0.

Proposicao 3.1.1. (Relacoes de ortogonalidade em [—L,L].) Sejam m,n € R.

Assim:
L
/ cos (@) sin (w) dr =0, sen,m > 1, (3.1)
I L L
; 2L, sen=m =20
/ cos <w) cos (mwx) dr = L, sen=m>1 ; (3.2)
L L L -

0, sen#m; nm>1

L L, sen=m2>1
/ sin (@> sin (mmv) dr = - : (3.3)
-L L L 0, sen#m; n,m>1

Demonstracao 3.1.1. Temos
cos(n + m) = cos(n) cos(m) — sin(n) sin(m), (3.4)

cos(n —m) = cos(n) cos(m) + sin(n) sin(m). (3.5)

Subtraindo (3.4) de (3.5), obtemos

cos(n —m) — cos(n +m) = 2sin(n) sin(m),
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sin(n) sin(m) = cos(n = m) ; cos(n + m)‘ (3.6)

Usando a formula (3.6) para calcular a integral em (3.3), obtemos

[oin (5 (5= [ o () o ()

se n # m, entao

/L sin (@) sin <m7m:>d =
. L L)%=

=5 |G (<n__£n W) - eI (<n T W) LL )
— 5 [ e (=) — L asin (4 i) = 0

se n = m, entao

L

/_LL sn (<7 ) in (%) do = /_L (sin (?))2 dz =

—L

2 2L — %2 sin (2717T):| =L.

As relagoes de ortogonalidade (3.1) e (3.2) sdo demonstradas de forma analoga.

3.2 Série de Fourier

Definigao 3.2.1. Seja f uma fungao real continua por partes definida no intervalo [— L, L].

A série de Fourier de f é a série trigonométrica

—ao + Z <an cos ( ) + b, sin (77,7276)) , (3.7)

em que os coeficientes a,, e b, sao dados pelas formulas
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/ f(x cos >dx n=0,1,2,.., (3.8)

1 [t . [NnTXx
—Z/_Lf(a:)sm <T> dr, n=1,2,3,.. (3.9)

A motivagao para a definigao dos coeficientes de uma Série de Fourier vem do fato de

que se uma fungao f = f(z) puder ser expressa como

f(z) = 1&0 + Z <an Ccos <n7[r/:r;> + by, sin (mgx)) : (3.10)

de forma que a série convirja uniformemente, entao, integrando ambos os lados de (3.10)

obtemos
L 1 L - L nmx L nmwy
fxdx:—a/ dx + an/ cos(—)dx+bn/ sin(—)dm,
/L” 27 ) 2:: o VL o NI
dai
L Lq
/ f(z)dz —/ —apdxr = apL (3.11)
L 52
1 (-
= —/ f(z)dz, (3.12)
L,
pois
/Lcos<n >dx /Lsin<@>dx—0 (3.13)
_L L ) L - '
Multiplicando (3.10) por cos ( ) 1 e integrando, obtemos:

) dz+

L L % L
1
/_L f(z) cos (m;m:) dx = 500 /_L cos (?) da:—l—nE:l an, /_L cos (n_zx) cos (m;rx

+b,, nio; /LL sin (?) cos <?> dx.

Usando as relagoes de ortogonalidade, segue que:

/_i f(z) cos (?) dr = a,L,
= %/i f(zx) cos <mza¢> dx.
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Analogamente, multiplicando os dois membros da igualdade de (3.10) por sin (mgz) e

integrando, obtemos

/L f(z)sin (?) dx =b,L,

-L
by = %/LL f(z)sin <m£ms> dz.

Neste caso, usamos a notagao

f(z) ~ %ao + i (an cos <$> + by, sin <?)> : (3.14)
n=1

onde o simbolo ~ significa que nem sempre a série que esté associada a f(x) converge

para todo x € [—L, L], podendo até mesmo divergir.
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Exemplo 3.2.1. Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo 27, definida por

f(z) =22 para —7 <z <, (3.15)

cujo grafico, esta representado abaixo.

)

F®)

Figura 3.1: grafico de f(z).

Queremos determinar a Série de Fourier da func¢ao f. Iremos, inicialmente, calcular os

coeficientes ag, a, € b,.

Neste caso, temos que:

1" 1 [" 122" 1/ o\ 2n?
w=p [ pwar= [Fa= 1T <L (TF) =5 6w
I I L ["
an:z/_Lf(x)cos (m;r:v) dx:;/_wx%os (m::x) dx:%/_ﬂxzcos(mx) dx.
(3.17)

Usando integracao por partes,
u=212? = du=2z dx,

dv = cos(mx) de = v = smgn—m:c)’

obtemos
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™

—T

1 [" 1 i
an = —/ z% cos(mz) dr = — <x2—sm(m3§)
s

portanto,

Integrando por partes mais uma vez e, considerando

u=z = du=dx,
do — sin(mx) Lo _cos(ﬂzm:) s
m m

temos:

_/ cos(r;wc) dx] _
.m

—T

2 [71’ cos(mx)  (—m)cos(—mzx) 1

" ] 2 [cos(mﬂ) +cos(—m7r)]

m2

ou seja,

Calculando o coeficiente b, e sabendo que o produto de uma funcao par por uma

fungao fmpar resulta em uma funcao fmpar, segue que

1 [ (M) o=t [T (M) w0y

—T

Substituindo os coeficientes encontrados, temos que a Série de Fourier que representa a

fungao f(x) =22 ¢

271'2

NL > m7m:> . (mwx) :7r_ >
5 +Z< cos< - + 0sin —7r 3 Z

cos(mx).
n=1
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Portanto,

2 > —1)m
2~ % +4; ( mz cos(mz).

3.3 Convergéncia pontual da Série de Fourier

Um dos maiores problemas das Séries de Fourier consiste em saber se a Série de Fourier
de uma funcao f converge ou nao para f. Nesta secao, demonstraremos somente uma
condi¢ao suficiente de convergéncia pontual. Para maiores detalhes e aprofundamento

consultar [10].

Definicao 3.3.1. Uma funcao f : R — R ¢é dita seccionalmente continua se possui
apenas um numero finito de descontinuidades de salto em qualquer intervalo limitado, em
outras palavras, se dados a < b, existem a < a; < as < ... < a, < b, tais que f é continua

em cada intervalo aberto (aj,a;+1), j=1,2,...,n— 1, e existem limites laterais

flz+) = lim f(z) e flz—)= lim f(z). (3.19)

+ —
ﬁ—ﬂl]— x—>aj

Definicao 3.3.2. Uma funcao f : R — R ¢ dita seccionalmente diferencidvel se for

. . . !/ , . ,
seccionalmente continua e se sua derivada, f , for também seccionalmente continua.

Teorema 3.3.1. (Teste de Dini). Seja f: R — R uma fungdo periddica de periodo 2L
e L' em [-L,L]. Fizado z, em [—L, L], suponha que f(x+) e f(x—) existam e que exista

r

Entao, e,(x) — 0, ou seja, sp(x) — [f(x+) + f(z—)]/2, quando n — occ.

n > 0 tal que

9(z.t) dt < 0. (3.20)

A demonstrac@o deste resultado pode ser encontrada em [10].

Teorema 3.3.2. (Teorema de Fourier) Seja f : R — R uma fun¢ao seccionalmente
diferencidvel e de periodo 2L. Entao a série de Fourier da funcao f, dada em (3.14),

converge, em cada ponto x, para 3 [f(z+) + f(z—)], isto €,

nwx nTw
L

[fla+) + fla=)] = %ao + i <an cos (—) + b, sin <T)) . (3.21)

N —
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Demonstragao 3.3.1. Considere f(y) sendo uma funcao de [—L, L]. Fazendo as devidas

substituicoes dos coeficientes de Fourier e algumas manipulagoes, segue que

1 - kmx kmx
T) = §a0 —1—2 (akcos <T) + by, sin ( 7 ))
1 [ . ([ kmy
/ fly cos( > dy, by = I /_L f(y)sin <T) dy.

Iremos externar estimativas

tal que

Temos que

= o 0o (5 () o () ()] )

Usando, em seguida, a identidade trigonométrica cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

encontramos

Sn(® 2L/ fly dy+z / (lmx—_y))f(y)dyi

o[}

D,(z) = —

% + ; coS (—lm(xL— y))] f(y)dy. (3.22)

A expressao

1 - kmx
3 + Z cos (T)] (3.23)
k=1
¢ conhecida como Ntcleo de Dirichlet e satisfaz as seguintes propriedades:
1) D, é uma fungao par.
/ D
3) D, é uma fungao continua.

4) D,, é uma fungao periodica de periodo 2L.

5) D,(0) = 2t2),
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6) Vale a seguinte expressao compacta de D, (z), para x # 0,£2L,+4L, ... :

1 sin(n 4 1)==

Dn(z) = 2L  sin (—z)

(3.24)

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [10].

Partindo de (3.22), utilizando (3.23) e (3.24) e, em seguida, reescrevendo a variavel

independente y = x — t, obtemos

/ Du(z — 1) f(y)dy _/ D) e — . (3.25)

—L+x

Como D, e f sao periodicas de periodo 2L, a soma parcial s, pode ser reescrita como

/ D, (t)f(x — t)dt. (3.26)
Usando o fato de que D, (t) é uma fungao par, temos que
0 L L
— [ Datis =i+ [ Duof@ -t = [ Du0)[f+1) + fla - D] dr
—L 0 0

(3.27)

Portanto, obtemos a seguinte expressao para e,

:/0 DO {[f(x+1) = flaH)] + [f(x — 1) = fle=)]}dL. (3.28)

Suponhamos que f seja uma fungao seccionalmente continua, entao, existem as deri-

vadas laterais em cada ponto x,

fi(z) = lim {f(xﬂi_f(x)} e f (z) = lim [f(x_t)_f(x)}, (3.29)

t—0t

Assim, temos que as razoes

lf($+t1—f(w)]

sao limitadas para t > 0 suficientemente pequeno. Nestas condi¢oes, mostraremos que a
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condigao de Dini é satisfeita, isto é, que fixando = € [—L, L] existe um n > 0 tal que
/77
0

g(x,t) = [flx+1) = flo)] + [f(z =) = f(x)]. (3.31)

g(z,1)

dt < oo, (3.30)

onde

Substituindo (3.31) em (3.30), obtemos

r

o LCEU R Iy SR G

0 0

fle+t) = f)]+ [flz —t) = fz)]
t

dt

Basta entao mostrarmos que

J LSRGy RIS
t

0 0

existem, ou que sao integraveis.

’ . ~ , ..
Suponhamos que, f seja uma fungao continua em uma vizinhanca de um ponto z fixado,

_ fle+t) = f(=)]

assim, ¢;(x,t) = seré continua em (0, 7] para n suficientemente pequeno.

~ [~~—

existe por hipotese, entdo ¢i(x,t) é uma fungao continua em

~—

Como f'(z) = lim g, (z,t
t—0

todo o intervalo (0,7n]. Assim, neste caso g;(z,t) é integravel. Agora, suponhamos que

no mesmo ponto fixo z, f tenha descontinuidade de primeira espécie, ou seja, os limites

laterais existem, porém, sao diferentes.

t) —
Segue que, ¢i(z,t) = o+ 1 @)l sera continua em (0,7] para 7 suficientemente

pequeno. Como f;(x) = lim+ g1(z,t) existe, entdo g(z,t) é uma func¢do continua em
t—0

todo o intervalo (0,7n|. Portanto, g;(x,t) é integréavel.
Desta mesma maneira, conseguimos mostrar que go(, t) é integravel. Logo, a condigao
do teste de Dini é satisfeita.

Portanto, concluimos que a igualdade

| —

[flz+) + flz—)] = %ao + i’: <an oS (n_zx) + by, sin <n_7[r/x)) :
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se verifica.

Exemplo 3.3.1. Calcule a Série de Fourier da funcao peridédica de periodo 2 definida em

0, 2] por

Grafico da fungao periodica f(x)

1.5
=
 —) [ "]
m
=)
[43]
=
[\F]
2
(=]
w
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= O
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Eixo das abscissas (x)

Como T = 2 e a fungao é integravel em |0, 2], inicialmente, calcularemos os coeficientes

da série

o ay=2 [ f(x)dr = [} 1de+ [(0dr=1

2 on (P55 = e ("7) ap = [2205)]"

[ ]
S
3
I
NI

2 mi

2 mm

° b, = %foz f(z)sin <m;rx> dr = fol sin (mms> dx = [—M]: — 1-D™

1— (=)™ 0, se m é par

mm 2 sem é impar

mm’
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A funcao f satisfaz as hipoteses do teorema (3.3.2) de Fourier, entdo, a série converge

1

para f(z) se x é um valor nao inteiro e converge para 3 se z for inteiro. Logo,

Representagdo grafica da série de Fourier da fungao f{x)
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Capitulo 4

A Equacao de Ondas

A Equacao de Ondas é uma Equacgao Diferencial Parcial de segunda ordem, linear e

hiperbélica, dada por

Uy = Py, (4.1)

Ela descreve fendmenos que envolvem a propagacgao de ondas em um meio continuo.
As ondas sao classificadas em trés tipos: ondas mecéanicas, eletromagnéticas e materiais.
As ondas mecéanicas, governadas pelas leis de Newton, sao encontradas em ondas do mar,
ondas sismicas e sonoras. As ondas eletromagnéticas nao necessariamente se propagam
em meios materiais e, estas estao presentes nos raios ultravioletas, raio X, microondas,
etc. Ja as ondas materiais, ligadas as particulas fundamentais, sao voltadas para o campo

quantico e tecnologias modernas.

Em relacao a diregao de propagagao, as ondas sao classificadas como unidimensionais,
bidimensionais e tridimensionais. As unidimensionais se propagam em apenas uma dire-
¢ao, como por exemplo, em cordas e em molas, as bidimensionais se propagam por uma
superficie, como as dguas de um lago apds uma pedra lancada em seu interior, e as tri-
dimensionais se propagam em todas as dimensoes; um exemplo desta é a propagacao da

luz.

41
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A Equagao de Ondas surgiu em meados do século XVIII e foi um dos grandes problemas
em destaque da época. Estudada primeiramente por D’Alembert, ! foi também objeto de

estudo de outros grandes mateméticos como FEuler, Daniel Bernoulli e Lagrange.

D’Alembert e Euler concluiram que a solu¢ao da Equacao de Ondas deveria ser da
forma

u(z,t) = F(x + at) + G(z — at),

em que F' e (G sao fungoes reais. Ja Bernoulli apresentou como solugao a funcao descrita

por
[e.e]

u(z,t) = Z a, sin(nx) cos(nat).

n=1
Mais tarde, Lagrange afirmou que a solugao da Equagao de Onda para uma corda de

comprimento 1, posigao inicial dada por f(z) e velocidade inicial g(x) seria

u(z,t) =2 /01 i sin(nmy) cos(nmat) f(y) dy + 2 /01 % sin(nmy) sin(nmz) sin(nrat) dy.

n=1

Por mais de duas décadas foram discutidos a aplicabilidade entre as duas primeiras
solugoes apresentadas, bem como a natureza e tipos das func¢oes que poderiam ser utiliza-
das. A solucao descrita por Lagrange se encaixava no modelo descrito por Euler. Alguns
anos depois, Fourier explicitou os coeficientes, afirmou que qualquer funcao poderia ser
representada por séries trigonométricas e, mesmo nao sendo verdade para todos os ca-
sos, teve o reconhecimento em apresentar uma funcao na forma de série, e por isso esta

representacao recebeu seu nome.

4.1 Deducao

Considere uma corda perfeitamente elastica, flexivel, bem esticada entre suportes fixos

no mesmo nivel horizontal.

! Jean Le Round d’ Alembert (1717-1783) foi um dos mais importantes cientistas da Franga do século
XVIII. Dentre varias contribui¢des, como por exemplo, o estudo do equilibrio e movimento dos fluidos,

em 1747 em um de seus trabalhos dedicados as cordas vibrantes, levou-o a Equagao Diferencial Parcial
%y 0% . N

—— = ——, tornando-se um dos pioneiros no estudo dessas equagoes.

o2 0x?
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Figura 4.1: corda elastica sob tensao.

Fonte: (BOYCE, 2006)

Suponha que a corda estd no eixo dos x com suas extremidades em x =0 e z = L.
Se a corda for colocada em movimento em algum instante inicial ¢ = 0, sendo puxada e
depois é deixada sem ser pertubada, por exemplo, ela vibrara livremente em um plano
vertical, desde que esteja livre de forcas externas. Para determinar a equagao diferencial
que governa esse movimento iremos considerar as forgas que agem em um pequeno trecho
de comprimento Az de corda, entre os pontos x e x + Ax. Vamos supor que o movimento

Tix + Ax, t)
8 +00

Figura 4.2: trecho da corda deslocada.

Fonte: (BOYCE, 2006)

da corda é pequeno e, como consequéncia, cada ponto na corda s6 se move em uma
reta vertical. Denotaremos por u(z,t) o deslocamento vertical no ponto  no instante ¢.
Denotaremos também por T'(x,t) a tensao da corda, que sempre age na diregao tangente
e por p a massa da corda por unidade de comprimento. Quando aplicamos a lei de
Newton ao elemento Az da corda, dizemos que a forca externa total, referente a tensao
nas extremidades do elemento, sera igual ao produto da massa no trecho pela aceleracao

de seu centro de massa. Como nao ha aceleragao horizontal, as componentes horizontais
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tém que satisfazerem a seguinte igualdade
T(x+ Ax,t)cos(0 + AQ) — T (x,t) cos(d) = 0. (4.2)

Assumindo a componente horizontal de tensdo por H, a equagao (4.2) diz que H ¢é in-
dependente de x. Agora, a respeito das componentes verticais, sera satisfeita a equacao

abaixo.

T %

- V=Tcane

P H=Tcoso

Figura 4.3: resolugao da tensao T em componentes.

Fonte: (BOYCE, 2006)

T(x+ Az, t)sin(0 + AO) — T'(z,t)sin(0) = p A xuy(T,t), (4.3)

sendo T a coordenada de centro de massa do trecho da corda considerada. Como T
esta compreendido no intervalo r < T < z + Ax. Desprezando o peso da corda que
age verticalmente para baixo na equagao (4.3). E se denotarmos como V' a componente

vertical de T', entao iremos reescrever a equagao (4.3) como

V(x4 Ax,t) — V(x,t)

Ao = PUyt (f, t)
Tomando o limite quando Az — 0 temos
Vel(z, t) = pug(x,t). (4.4)

Observe que, para expressarmos a expressao (4.4) somente em fungdo de u, note que
V(z,t) = H(t)tan(d) = H(t)uy(z,t), deste modo, podemos expressar a equagao (4.4)
somente em fungao de u, dai

(Hug)y = puy.
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Como H independe de z
Hum = PUtt. (45)

Para movimentos pequenos da corda, podemos considerar H = T cos(f) como T'. Assim,

reescrevemos a equagao (4.5) da seguinte forma

gy = uy, (4.6)
onde
T
a® = —, (4.7)
P

obtendo, portanto, a Equagao de Ondas no espaco unidimensional. Como T tem unidades
de forga e p de massa por comprimento, segue que a tem unidades de velocidade, ou seja,
a ¢é a velocidade pela qual uma pequena pertubagao se move ao longo da corda. De
acordo com a equagao (4.7), a velocidade da onda é diretamente proporcional & tensao e

inversamente proporcional a densidade do material composto pela corda.

Definicao 4.1.1. A frequéncia de vibragao de uma corda tencionada, medida em ciclos

por segundo, ¢ dada por
1 /T

f= AR (4.8)

onde um ciclo por segundo ¢ denominado por um Hertz (Hz).

4.2 Resolugao por Séries de Fourier

Suponhamos que a corda seja pertubada da sua posicao de equilibrio e, em seguida,
liberada com velocidade nula no instante ¢ = 0, de modo a vibrar livremente. Deste
modo, o deslocamento vertical u deve satisfazer o problema de valor inicial e de contorno

descrito abaixo

Uy = 0PUyy, 0< 2 <L, (4.9)
u(0,t) =u(L,t) =0, t >0, (4.10)
u(z,0) = f(z), (4.11)

ui(x,0) = g(x). (4.12)
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Utilizaremos o método conhecido como Método de Separagao de Variaveis, que
consiste, basicamente, em procurar solugoes de (4.9) na forma u(z,t) = X(x)T(t), em
que X é uma fungao que depende somente da variavel z e T' é uma funcao que depende
somente da variavel . Nesse caso, substituindo u em (4.9), obtemos

) X (z)

X(@)T"(t) = X" (2)T(t) = T~ X(o) -\ AeR

Assim, devemos ter

X" (z

X;) =—A X" (z) + AX(z) = 0
X .
e T"(t) + A\a2T(t) = 0

Inicialmente, vamos resolver a EDO X" (2)+AX () = 0. Essa EDO ¢ linear homogénea
com coeficientes constantes cuja equacao caracteristica é 72 + X = 0.
Se A < 0 deparamos com uma incompatibilidade segundo as condig¢oes de contorno,

resultando em solugoes triviais. Adotando A > 0, segue que

2

r =iV
9 = —Z\/X .

PHA=0 = r=-)\ =

Logo,
X(z) = ¢; cos(VAz) 4 ¢osin(vVAz),

é a solugao geral desta EDO. Utilizando as condi¢oes de contorno X (0) = X (L) = 0,

obtemos
X(0) = ¢1cos(VA 0) + cosin(vVA0) =0 = ¢ =0,
e
X(L) = cosin(VA L) =0 =,z sin(vVAL)=0.
Logo,
22
\/XL:nTF = )\:?, n:1,2,3,....
n’n?

Portanto, temos o que chamamos de autovalores, os A = comn =1,2,3,.... e suas

L2

autofungoes correspondentes dadas por

2

2
X, (2) = ey8in ( %x) Cn=1,2,3, .., (4.13)
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assumindo ¢y = 1, tem-se

2,2
X, (2) = sin ( %x)  n=1,2,3, .. (4.14)

2.2

Substituindo o valor A = na EDO T"(t) + Aa?T'(t) = 0 obtemos

L2

Sendo o uma constante real positiva, temos para cada n € N a solugao da EDO

2 2 2 2
T, = a, cos (a nLZ t> + b, sin (a\/ nL_72rt> ) (4.15)

Assim, as solugbes da equagao (4.9) que satisfazem as condigoes de contorno (4.10)

sao

nmat . nmwat . nmwx
up(z,t) = {an cos ( 7 ) + b, sin ( 7 )] sin (T) , n=1,2,3, .., (4.16)

logo, pelo Principio da Superposicao

u(a,t) = i {an cos ("T‘t) + b, sin ("WTM)} sin (”le) , (4.17)

n=1

¢ também solucao de (4.9) sujeito as condigoes (4.10). Resta, entdo, encontrarmos quais
devem ser os valores das constantes a,, e b,, n € N. Aplicando a condic¢ao inicial em

(4.17), temos

o0, = 1) = 3 faneos (220 s (“522) in (77)

n=1

R

u(z,0) = f(x) = ian sin <?> , (4.18)

logo,

2 L
0 = z/0 Faysin (MT0) den=1,2.3,... (4.19)

Em seguida, para encontrarmos b,,, vamos derivar (4.17) termo a termo em relagao a
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t e aplicar a condigao inicial (4.12). Temos

ou i nro . nmwat iy nmwo nmwat . (mrx>
— = —@,— sin ,,—— COS sin [ —
ot — L L L L L

= %t:o - i [bn$} sin (”—z‘”) = g(2). (4.20)
n=1

Utilizando das propriedades da Série de Fourier e isolando b,,, segue que

2 L nmwT
b, = —— i (—) de, n=1,2,3, ... 421
ol A g(x)sin 7 T, n (4.21)

Portanto, temos como solugdo do PVIC (4.9 — 4.12) a funcédo (4.17), onde seus coefi-
cientes sao determinados por (4.19) e (4.21).

Observacao 1: Ao solucionarmos esse PVIC da forma acima, utilizando o Método de

Separacao de Variaveis, nota-se uma certa negligéncia por nossa parte, devido a falta de
rigor com o método utilizado. Como nao foi feita nenhuma hipétese sobre as funcoes f e
g, ndo podemos garantir ou até mesmo provar que, de fato, a fungao (4.17) sera a nossa

solucao formal.

Como nao foi imposto condigoes em f e g, como por exemplo, em que situagoes as igual-
dades (4.18) e (4.20) ocorrem, podemos, entdo, apenas considerar que a funcao (4.17),
onde seus coeficientes sdo determinados por (4.19) e (4.21), sera simplesmente uma can-

didata a solugao do PVIC (4.9) — (4.12).

Teorema 4.2.1. Suponha que f e g sejam fungoes dadas em [0, L] tais que f, f', f", 9,9

sejam continuas e f" e g" sao seccionalmente continuas. Além disso, suponha que f(0) =

f(L) = f"(0) = f"(L) = g(0) = g(L) = 0. Entao
(i) a, e b, estao bem definidos por (4.19) e (4.21), respectivamente;
(11) as igualdades (4.18) e (4.20) ocorrem;

(iii) a expressio (4.17) define uma funcdo continua em R, de classe C* em R, que

satisfaz a equacdao das ondas em R.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [10].
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Comentdrios sobre as hipoteses do Teorema 4.2.1: Neste teorema, segundo Figueiredo

(2005), para que se possa garantir a existéncia da solugdo do PVIC (4.9) — (4.12), as
condigoes iniciais precisam satisfazer hipoteses de diferenciabilidades muito fortes, porém,
as hipoteses nao sao satisfeitas para condigoes iniciais f e g que descrevem problemas de
interesse fisico. Por isso, mesmo nos casos em que f e g nao sao de classe C' devemos
falar em solucao (e logo, hé necessidade de se ampliar o conceito de solugao).

Observacgao 2: As fungoes

. /nTT nmaot . /MTTN . nmaot
Un(z,t) = a,sin (T) cos (T) + b, sin (T) sin ( 7 ) , (4.22)

encontradas pelo método de resolugao acima, sao chamadas de ondas estacionarias, pois,

nmx
se tomarmos I = km, ou seja, t = —, k= 0,1, ...,n, e substituindo esses valores de
n
nwT nm kL
x em sin <T> segue que sin (T_) = sin (kw) = 0. Assim, durante a vibracao da
n

corda somente esses pontos descritos pela funcao wu,, permanecerao parados. Esses pontos
sao denominados por nds. Ja os pontos médios entre dois nés consecutivos sao chamados

de ventres da onda estacionaria. Definimos também como comprimento de onda o dobro

2L
da distancia entre dois noés, deste modo, o comprimento de onda da funcao u, é A = —.
n
v W v W
B - = -
F S 7 *\ -
/ Y ol I 4 . !
4 i K
{ N /N N N
h " l'"._ .-'ll- i ¥ .\._ -".l
\ VAR LR
\.___,-f"f el L ; \‘\,___f/
A2 A2 A4

Figura 4.4: elementos da onda estacionaria

Fonte: (www.infoescola.com)

A funcao u, é também chamada de n-ésimo harmonico, sendo o primeiro harménico

denominado por harmoénico fundamental.
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4.3 A Equacao de Ondas e a corda de violao

Nesta se¢ao, iremos analisar o modelo (ideal) do comportamento que ocorre quando se
dedilha as cordas de uma instrumento como um violao. As configuracoes deste compor-

tamento sao descritas pela funcao u(x,t), solu¢ao do PVIC (4.9), com condigdes iniciais

hx

—, para 0 <z < a,
a
flz) = (4.23)
M, para a < x < L
a— L
g(xz)=0. (4.24)

Eifm e

-~
=Y

Figura 4.5: corda dedilhada.
Fonte: (FIGUEIREDO, 2005)

Diante disso, partindo da explanacao realizada na secao anterior, por mais que as
condigoes iniciais nao satisfacam as hipoteses citadas no Teorema 4.2.1, o PVIC (4.9 —
4.12), é visto fisicamente, diante de sua aplicagao na fabricagao e manuseio de instrumentos

musicais, de suma importancia [10]. Assim, consideramos a solugao para o PVIC

(e, t) = i {an cos ("WLM) + by, sin (”Zat” sin (?) , (4.25)

onde
2 [*hx nwx 2 (L h(z—L) nwx
— 2 Mg (0T hnd i 4.2
an LoaSHl(L)daH_L/a p—7 sm<L>dx (4.26)
e
2 L nmwx
b, = —— i (—) dz = 0, 4927
2 otrsin (") do (1.27)
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pois, g(z) = 0. Calculando as integrais do coeficiente de Fourier a,, separadamente,
e . - ) hx . /nTx
utilizando integragao por partes e assumindo u = — e dv = sin (T) dx, obtemos,
a
2 [*hx (mrx) J 2 hr L (mra:) @ (mrx) p
— — sin r=—|—-—.—c s x| =
LJ, a L L a nmw nma J, L
2 hLa (mra) . Lh L | (mra)
=— |- Ccos .— sin =
L | anm L nmwa nmw L
—2h nwa 2hL nma
= i ) 4.28
nm COS(L)+an27r281n<L> ( )

Calculando a segunda integral do coeficiente a,, através do mesmo método de integragao
h(z — L) . /nTx
— e dv =sin <—> dz, segue que
a— L L

2 (Yhx—L) . /nrx
Z/a a—L Sm(L>dx_

utilizado acima, com u =

L
2| hx—1L) L nwx hL L nwx
_Z | Mrms) o e d
L a—1L mTCOS<L) +n7r(a—L)/aCOS<L) v
2 [ha—L) L nra hL? . (nmay]|
_E|:(CL—L) %COS< L >_n27r2(a—L)Sm< L >} N

_ 20 s (”2“) - nQWf(ZL_ £y (?) . (4.29)

nm
Deste modo, podemos reescrever o coeficiente a,, através da soma de (4.28) e (4.29)

— _%COS (mra) n 2hL sin (mra) n ﬁcos <n7ra> B 2hL sin (mm)
" onw L an?m? L nm L n’m2(a — L) L
L, _% n % cos (mra) n 2hL B 2hL sin <n7ra>
"\ nm o onm L an?m?  n’m2(a — L) L
2hL (1 1 . /nma
== (a—a_l)sm( 7 ) (4.30)

Portanto, a funcao que descreve os n-ésimos harmoénicos de uma corda dedilhada sera

2hL (1 1 t
Up(z,t) = 3 (a - L) sin <nza) sin <n2x> cos (m;oz ) (4.31)

Segundo Figueiredo (2005), podemos entender o som produzido pelas vibragoes de uma
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corda como uma superposicao de harmonicos, e logo, varias propriedades fisicas desse som

dependem de parametros que aparecem nas expressoes de u,.

Observando a fungao (4.31) que modela o movimento transversal da corda dedilhada
em um determinado tempo, temos que a intensidade do som esta ligada a amplitude das
vibragoes e, esta amplitude ¢é representada pela magnitude da oscilacao de uma onda.
Portanto, quanto maior for a amplitude, mais forte sera o som produzido pela corda e, se

esta amplitude for pequena, teremos o que chamamos de som fraco ou baixo.

A escolha do ponto a onde se dedilha a corda também tem grande interferéncia no
conjunto dos harmonicos produzidos, por exemplo, se considerarmos que a seja um ponto
. . L .
de n6 dos n-harmonicos, ou seja, a = —; K € Z, temos que alguns harmonicos podem
n
estar ausentes ou mudos, pois ao substituirmos este valor de a em (4.31) encontramos

up(z,t) = 0.

Outro fato que podemos analisar é em relacao a frequéncia das ondas produzidas, pois,
a frequéncia é inversamente proporcional ao comprimento L da corda, assim, quanto
maior o comprimento da corda, menor sera a frequéncia, ou seja, o som sera mais grave
e, quanto menor for este comprimento, maior serd a frequéncia resultando em um som
mais agudo. Como consequéncia disso, musicos ao pressionarem as cordas do violao por
exemplo, buscam um comprimento de corda L; < L gerando consequentemente sons mais

agudos.

Além disso, tomando como referéncia a frequéncia definida em (4.8), quanto maior a
tensao da corda, maior a altura do som. Este fato é utilizado pelos musicos na afinacao dos

instrumentos de corda em geral, apertando ou afrouxando as tarrachas do instrumento.



Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos um estudo histérico acerca das Equagoes Diferenciais, no
qual destacamos alguns dos grandes matematicos que contribuiram de forma significativa
no desenvolvimento desta teoria. Além disso, buscamos, nas bibliografias, reunir, de forma
clara, os principais conceitos e resultados relacionados a teoria das Equagoes Diferenciais
Parciais. Aqui, também expomos de forma suscinta, o conceito das Séries de Fourier
de modo a nos servir de ferramenta na resolucao de problema envolvendo a Equacao de

Ondas.

De modo geral, estivemos interessados no estudo da Equacao de Ondas, sobre a qual
apresentamos um estudo historico, sua deducgao fisica e a "ligacao" entre a teoria das cor-
das vibrantes com a musica. Com este fim, apresentamos uma anéalise de qualidades fisicas
do som produzido por uma corda vibrante que dependem de pardmetros que aparecem

nas expressoes da solugao encontrada [10].

Por fim, tendo em vista todo o contetido apresentado aqui, este trabalho pode servir
para estimular alunos de graduacao em Matemética, e mostrar o quanto as ferramentas

disponibilizadas da teoria das Equacgoes Diferenciais Parciais sao apliciveis.
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